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� >59?kp;=<�sn9`>&<Ui � t×f�sn9`>Aip��j=snqQq�;x<`> � >0t�; <?i � tl�e��i �^� >�{§;=<?> � >�t�; | ipq=> � m^9?>��yip9?{Üsp9?>Aip��j=snqQq ;x<`>jQmLkn<�;�<Ui � tz�R��i �L� >�{�;=<?>«jQmLkn<�; | ipq=> � m^9?>��zipq � s�gîipq©r�snq=qQm |?� >�q } �O<�;x<?iW;©;=<?> ;:g%s � m^9?>5q�{?sA9?sW;��j=snqQqaip9���mw;x>�� � � Å �lïh<?s�snq=>�;x<?> � >�t�;�snj jQmLkn<�; | ipqQ> � m^9?>�gz<`mL�O<Üm^q spt�i � s�gh>�j <?>�mLkn<�;aiW9?{rUiW�O�7i � >0on> � spt�mw;x>���q%mL9�;xs«;=<?>��5snjQj=>�q=r�sn9?{?m^9?k�<Ui � tÇsWt.;=<?>�qQ;=j=mLr } 9J;=m � ;=<?>�9?>bd;zmw;x>���mLq%;xs�sgzm^{?> �E� 9?>�g | ipqQ> � mL9?>�mLqutesnj=��>5{7iW9?{ ¥ ;=>5r§� Å � mLq j=>�r�>5iW;x>�{7sn9A;x<`> � s�g%>5j | ipq=> � m^9?> } 9�;=m � i �L�mw;x>5��q
ipjQ>yrUip�O�p>�{ �
� m^��>���sn��r � >0dmw;:��± O(n log n) �
� <?>lipr`r?j=s�dmL��iW;xm^sn97jxiG;xmLsasWt ¥d� >�iW;=snj5Ô·qzi � knsnj=mw;x<?�ðm^q 2.5

gz<`mL�O<�mLq�;xm^kn<�;lµ ¯p¯ ¸ �
ñ ò¡-54 /�1l2�3�-�476
8:9²;x<?>"@CBuDSF×HJI^K¦MxN?P=IeDSN�TWVycGILN§Y,TJ[]\JILNd_�Y�XbDdcWVeMOK�f g%>�iWj=>¦knm^op>59óip9 } 9 � m^��mw;x>�{Ü9 } � | >5j�spt�v?9?m^;=>mL{`>59�;xm^��i � j=>5�0;Oip9`k }?� iWj�cWILN?P�f,>�ip�O<§<Ui�o�mL9?k7gzm^{`;x< W

ip9?{�<?>5m^kn<�;
H
fÇip9?{§i7q=>0;lspt

n
XbM5[�@CTWN`_UôpV�TWX

IC@:MOK�P©gzm^;=<�BEIRH�@Rõ
wj ≤ W

ip9?{Ûõ�MOI^_nõ�@
hj

f�tesnj
1 ≤ j ≤ n � � <?>ar?jQs |?� >5�Ùm^q©;xs7r?ip�O��f�gzm^;x<`s } ;s�on>�j � iWr�f�i �L� ;x<?>ymw;x>5��q
mL9�;=s�;=<?>���mL9?m^� } �É9 } � | >�jzspt | mL9?q �E� <?>ym^;x>���q
�5ip9?9?sW; | >�j=sW;OiW;=>5{ �ö�snq];�sptE;x<`>«sp��� � m^9?>li � kpsnj=mw;x<?�æm^9�;x<`> � mw;x>5j=iW; } j=>�ipj=>�sptuknj=>�>5{`��;:��r�>Wf,ip9?{Û�5ip9 | >«� � ipq=qQm^vU>�{mL9�;=s�;:g%s�tRip��m � m^>5q5±

•
D�N�MhY�õ�TWPbM�TGV^_`DSXQIC@Rõ?K�P%{?mLjQ>5�0; � �&rUip�O�&;=<?>ym^;=>5��q
mL9�;xsa;x<`>yv?9?m^;=> | mL9?q ³

•
@CBED�Y�õ�TGP0M�TWVw_`DSXQIC@Øõ`K�P
q];Oipj]; | ��rUiW�O��m^9?k&;=<?>«m^;=>5��q�m^9�;xsAi�q=mL9`k � >�qQ;xjQmLr�f�m � > � f�i | mL9�<Ui�odm^9?kgzm^{`;x<

W
ip9?{ m^9`vU9?mw;x> <?>5m^kn<�; � 8:9 ;x<`>hq=>��5sn9`{«r?<UipqQ>pfp;=<?>hq];xjQmLr qQs �L} ;xmLsp9�m^q } q=>5{«;=s©��sn9?qQ;=j } �0;iarUip�O�Jm^9?k�m^9�;xsavU9?mw;x> | m^9?q �

÷�øQù ú û§ü�ýSþ~ÿ����������	�uü�
���dÿ����

� <?>ltes �L� sSgzm^9?k«;:g%sAr?<UipqQ> i � knsnjQm^;=<?��q
��ip�W> } qQ>�sWtEq=sn��> � >�op> � �:snjQmL>59�;=>5{�i � knspj=m^;=<?��qh;xs�s | ;xipmL9�iqQ;=j=m^r�r?ip�O�JmL9?k �E¥d} r?r�snq=> H1, H2, · · ·
iWj=>
;x<?>z<?>�mLkn<�;=q sWt�;=<?>�jQ>5q }?� ;=mL9?k � >�on> � quspt�;x<?>�qQ;=j=m^r�r?ip�O�JmL9?k �

� vU9`m^;x> | mL9´r?ip�O�JmL9?k�qQs �L} ;=mLsn9ÚmLq�;=<?>59¿s | ;Oipm^9?>5{ | �´qQs � o�m^9?kÜiÜsn9`>0�:{`mL��>59?qQmLsn9Ui ��| mL9ÃrUip�O�Jm^9?kr?jQs |?� >�� ��gzm^;x<¦mw;x>5�ßq=m^�5>
Hi

iW9?{ | mL9¦��iWrUip�5mw;:� H
� �

¯ � ªz� | j=mL{ ° m^j=q];Q� ° m^;y�Rª °�° �~µ Å ¸8:9�;=<?>&vUjQqQ;ar`<Uipq=>Wfui�qQ;=j=m^rÜrUip�O�JmL9`k�mLq�s | ;OiWmL9?>�{ | ��;=<?> °�° ¨~ª�i � knsnjQm^;x<`� �¦� <?>AqQ>5��sn9?{r?<?ipq=>�ip{?snrd;xqy;x<?> ° mLjQqQ;]� ° mw;�¨©>��5j=>5ipq=m^9?k�� °�° ¨��yi � knsnj=mw;x<?��f�gz<`mL�O<�r?ip�O�Jq«ip9§m^;=>5�Ù;=s�;x<`>
vUjQqQ; | m^9¦;=<UiW;zmw;
v?;xqzsnj
q];Oipj];�i�9?>0g | m^9¦sp;x<?>�jQgzm^q=> �

Á



� m^��>���sn��r � >0dmw;:��± O(n log n) �
� <?>�ipr`r?j=s�dmL��iW;xm^sn9�j=iW;xm^s7spt%ª °�° m^q 17

8

µ Å ¸ �«� <?> | s } 9?{�mLq©9?sp;yr?jQsSop>5{�;xs | >«;xmLkp<J;5±©;x<`>
| >5q]; � s�gh>�j | s } 9`{�sWt�ª °�° ��9`sSgz9�mLq 91

45
�

¹ � ªz� | j=mL{ º >0�;Q� ° m^;��Rª º©° �~µ Ó ¸
º�° ¨~ª mLq�ip{`snr`;x>�{óm^9�;x<?>7vUjQqQ;�r?<UipqQ> � 8:9²;x<?>¦q=>��5sn9`{Úr?<UiWq=>pf ;x<?>¦sn9`>0�:{`mL��>59?qQmLsn9Ui �h| m^9rUiW�O��m^9?kAr?jQs |?� >5�ìmLq�q=s � on>5{ | ��;x<`> º >bd;]� ° mw;~¨�>5�5jQ>�ipqQmL9?k§� º©° ¨~��i � knsnj=mw;x<?��f?gz<?m^�O<�rUip�O�Jqip9¦mw;x>5�É;xs�;x<?>y� } j=jQ>59�; | mL9¦m^t.m^;hv?;xq�fUsnjzqQ;OiWjQ;�ia9?>�g | mL9¦sp;=<?>5j]gzmLq=> �
� m^��>���sn��r � >0dmw;:��± O(n log n) �
� <?>lipr`r?j=s�dmL��iW;xm^sn97jxiG;xmLsasWt�ª º©° mLq 3.382

µ Ó ¸ �
Á � ªz� | j=mL{ Â >�qQ;]� ° mw;��Øª Âh° �~µ ¹ ¸8:9å;x<?>�vUj=q];&r?<?ipq=>Wf Â�° ¨~ªáqQ;xj=iW;x>�kp�²mLq�ip{?spr`;x>�{ �Ã� <?>�qQ>5��sn9?{Ãr?<UiWq=>�iW{?snr`;=q�;=<?> Â >�qQ;]�
° mw;y¨©>��5j=>5ipq=m^9?k�� Â�° ¨���i � knsnjQm^;x<`��f�gz<?mL�O<"rUip�O�Jq�ip9"mw;x>��È;xs7;=<?> | >5q]; | mL9ó�Rsp9?>agzm^;x<�;x<`>qQ�&i �^� >�qQ;
qQrUip�5> � >�t�;b�%;=<UiW;zmw;
v?;xqzsnj
q];Oipj];©ia9?>0g | m^9¦sp;x<?>�jQgzm^q=> �
� m^��>���sn��r � >0dmw;:��±EÄGÄ
� r?r?j=s�dmL��iW;=mLsn9Aj=iW;xm^s?±uÄSÄ

Å ��°�� sdspj]�]ïh>�m � mL9?k&� ° ï
�
i � kpsnj=mw;x<?�áµ ä f ê ¸ïhsn9`q=mL{`>5j�i�r?ipjQ;=mL� }`� ipj � >�op> � f?;x<?>y<?snjQmL��sn9�;Oi ��� mL9?>�{`>�vU9?>�{ | �7;x<`>y;=snr"�RjQ>5q=r ��| sp;Q;xsn�&�%>5{`kn>spt.;x<?>y;Oi �L� >�qQ;zmw;x>5� m^qz��i �^� >5{7;=<?>�[�MOILV^ILN`_��ej=>�q=r ��� D�DSXO��spt.;x<?> � >0on> �Ø� 8:9�;x<?>lvUj=q];©r?<?ipq=>Wf ° ïrUiW�O��q�ip9¦mw;x>5�ÉmL9�;=s�i � >�op> � >�m^;=<?>5j�tejQsn� � >�t�;�;=saj=m^kn<�;�gzm^;=<A;x<?>�mLj | sp;=;=sn�É>5{?kn>ysn9A;=<?> � >0on> �� s�snj.snj�tej=sp� jQmLkn<�;�;=s � >�t�;5fWgzmw;x<«;x<`>5mLj.;xsnra>�{?kn>
sn9«;=<?> � >0on> � �5>�m � m^9?k �Ç� <?>
vUjQqQ;Emw;x>5�îrUip�O�W>5{sn9�i&�5>�m � m^9?k�� } q]; | >«sn9?>lgz<?mL�O<��5ip9?9?sW; | >�rUip�O�W>5{�sn9�;=<?> � s�snj�mL9�;x<?>«q=ip��> � >0on> �¤��� <?>snjQ{?>5juspt�r?j=>0te>5jQ>59?��>�gz<?>�9 ° ïårUiW�O��qhip9�m^;x>��Ým^9�;=<?>
vUj=q];hr?<?ipq=>W±z�Rmí��sn9&iy�5>�m � mL9?k��er?j=s�o�mL{?>�{;=<UiW;�;x<?>lj=>�¢ } mLj=>���>�9�;~i | s�on>�mLq�qxiW;=mLqQv?>5{��bf } qQmL9?k | >5qQ;]�Cv?;a� Â�° �zi � knsnjQm^;=<?� ³ �RmLmí�hsn9�i � s�snj5f
} qQmL9?k Â�° i � knsnjQm^;x<`� ³ �Rm^mLm��Esn9¦;x<?> � s�snj
spt�ia9?>�g � >0on> �Ø�8:9�;x<`>7q=>5��sn9?{år?<UipqQ>pfu;x<?> � >�op> � q«ipj=>7rUiW�O�p>5{åmL9�;=s�vU9?m^;=> | mL9`q5fu>5mw;x<?>�j | � Â�° ¨ snj | �Üip9>b?iW��;li � knsnj=mw;x<?�ætespj©;x<?> sn9?>0�C{?mL��>59`q=mLsp9Ui ��| mL9�r?ip�O�JmL9?k¦r?jQs |?� >���f�<Ui � ;x>5{�iWt�;x>�j�iAr?j=>0v`d>5{9 } � | >5jzspt.m^;=>5j=iW;xm^sn9?q �
� m^��>��5sn��r � >0dm^;:��± � <?>Am^��r � >5��>59�;xiW;xm^sn9�spt
;x<?>�vUj=q];ar?<UiWq=>Aknmwon>�9ÜmL9Úµ ç ¸%j=>�¢ } mLjQ>5q O(n3);=mL��>pfdgz<`m � >~;=<?>y�5sn��r � >0dm^;:��spt�;=<?>yq=>��5sn9?{�sn9?>y{?>�r�>�9?{?q�sn9¦;x<?>yq=> � >���;x>�{�i � knsnjQm^;=<?� �
� r?r?j=s�dmL��iW;=mLsn9Aj=iW;xm^s?±uÄSÄ

÷�øC÷ ������ýSþ~ÿ������
¯ ��° m^9?m^;=> º >b�;Q� ° m^;l� °�º©° �~µ ¹ ¸
°�º�° {?mLjQ>5��; � �&rUip�O�Jq�;=<?>ym^;=>5��q�mL9�;xsavU9`m^;x> | mL9?qzmL9A;=<?>yqxip��>�g�i���ipqzª º©°h�
� m^��>���sn��r � >0dmw;:��± O(n log n) �
� r?r?j=s�dmL��iW;=mLsn9Aj=iW;xm^s?±uÄSÄ

¹ ��° m^9?m^;=> ° m^j=qQ;]� ° mw;�� °�°�° �~µ ¹ ¸
°�°�° ip{`snr`;xq�mL9?q];x>5ip{�;=<?> °�° ¨~ªîq];xj=iW;x>�kp� ��� 9�m^;x>�� mLq�rUip�O�W>5{�sn9�;=<?> � s�gh>�qQ; � >�op> � spt�;x<`>vUjQqQ; | mL9�gz<`>5j=>�mw;%v`;xq ³ m^t,9`s � >0on> � ��ip9¦iW�5�5sp����sd{?iW;x>zm^;5f`i�9?>�g � >0on> � mLq �5jQ>�iW;=>5{7m^9&;x<?>�vUj=q];
| m^9¦<Ui�odm^9?k�q } ����mL>59�;�on>�jQ;xm^��i � q=rUip��>pf�sp;=<?>5j]gzmLq=>Wf?;x<?>y9?>0g � >0on> � mLq
�5jQ>�iW;=>5{�mL9�ia9?>�g | mL9 �
� m^��>���sn��r � >0dmw;:��± O(n log n) �
� r?r?j=s�dmL��iW;=mLsn9Aj=iW;xm^s?±uÄSÄ

Å



Á ��° m^9?m^;=> Â sp;Q;xsn�a� � >�t�;�� °�Â Æ��~µ ¹ ¸
°�Â Æî{?s�>5q79`sp;7rUip�O�å;x<?>Ûmw;x>���q | � � >�op> � q � Â >5jQ�p>0�éip9?{ � ip9?k¿µ ¹ ¸~r?jQsnr�snq=>�{¿;=<?> Â Æipr`r?j=s�iW�O<§tesnj�;=<?>avU9?m^;=> | mL9���iWq=> ��� <?>5m^j ° mL9?mw;x> Â sW;=;xsp���:ÆÇ>0t�;�� °�Â Æ��~i � knspj=m^;=<?�ámL9?mw;xmíi �L� �qQsnjQ;=q�;x<?>
mw;x>5��q | �a9?sp9d�:m^9?�5jQ>�ipqQmL9?k©gzm^{`;x< ��� <?>z9?>bd;umw;x>��ÝmLq�rUip�O�p>�{&m^9 ;x<?> � sSg%>5q];ur�spq=m^;=mLsn9spt�ip9��7>b`m^qQ;=mL9?k | m^9�f � >0t�; �Q} qQ;=m^vU>�{ ³ m^t�9?s | m^9¦��ip9�i �L� sd�5iW;x>�m^;5fUia9?>�g»sp9?>ymLq
qQ;xipjQ;=>5{ �
� m^��>��5sn��r � >0dm^;:��± Â sW;x<¦ïh<UiW�5> �^� >�µ Á ¸,ip9?{ Â >5jQ�p>��Aip9?{ � ip9?kAµ ¹ ¸�<Ui�on>�r`j=s�o�mL{?>�{7ip9 O(n2)m^��r � >5��>59�;OiG;xmLsp9&spt�;x<?>li � knsnjQm^;x<`� �
� r?r?j=s�dmL��iW;=mLsn9Aj=iW;xm^s?±uÄSÄ

Å ��º >0�; Â sp;=;=sn�a� � >0t�;y� º©Â Æ���µ ¹ ¸
º�Â ÆÃmLq qQmL��m � ipj©;xs °�Â ÆÃ>0d�5>�r`;«;=<UiW;aiG;aip9��§;xmL��>�sn9 � ��sp9?> | m^9ÜmLq�snr�>59?>�{�tesnj r?ip�O�JmL9?k �¼ 9?��>©ip9�m^;=>5�¡�5ip9?9?sp; | >�r?ip�O�p>�{¦i | m^9�f�;x<?> | m^9�m^q � � snqQ>5{&ip9?{�gzm �L� 9`sp; | > } q=>�{&tesnjEt } j];x<?>�jrUiW�O��m^9?k �

Ó �z��� ;x>�j=9UiG;x>y¨©m^j=>5�0;xm^sn9?ql� � ¨��Æ,s�{?mJ>�;Ei �¤� µ ê ¸�r?jQsnr�snq=>�{ai�{?mw��>�j=>�9J;�9?sn9d� � >0on> � ipr?r`j=s�ip�O<�fp��i �L� >�{«i � ;x>�j=9UiW;=>%{`mLj=>���;=mLsn9?q%� � ¨�� �
� <?>�i � knsnj=mw;x<?�âvUjQqQ;%snr�>�9 L | mL9?q�� L | >�mL9?kli � s�gh>�j | s } 9`{�sn9�;x<`>�snrd;xmL��i � 9 } � | >�j sWt | m^9?qjQ>5¢ } mLjQ>5{�� �h� ¨îvUjQqQ;�rUip�O�Jq�;=s�;=<?> | sW;=;xsp�æspt�;=<?>5qQ> L | mL9?q�i�q }?| qQ>�;©spt�mw;x>5��q } qQmL9?k Â�° ¨ �
� <?>yjQ>5��ipmL9?m^9?k mw;x>���q
iWj=>�rUip�O�W>5{�fUsp9?> | mL9�iW;
ia;=mL��>pf�mL9�;xs | ip9?{?q�f�i � ;=>5j=9?iW;xmwon> � ��tej=sn� � >�t�;;=s�jQmLkn<�;ziW9?{�tejQsn��jQmLkn<�;�;=s � >�t�; ��� <?>59�9?s�m^;=>5�ß��ip9 | >�r?ip�O�p>�{�mL9¦>�m^;x<`>5j
{?m^j=>5�0;xm^sn97mL97;x<`>� } j=jQ>59�; | mL9�f`;=<?>y9?>0�;�>0dm^qQ;xm^9?k | mL9¦snjzia9?>0g»>5��r`;:� | mL9 | >��5sn��>5q
;=<?>y� } jQj=>59�;�sn9?> �
� m^��>���sn��r � >0dmw;:��± O(n3) �
� r?r?j=s�dmL��iW;=mLsn9Aj=iW;xm^s?±uÄSÄ

������� + � 4¦2 � �
µ ¯ ¸ Â©� ¥��nÂ ip�p>�j5f�¨ �"!`�WÂ j=s�gz9�f�iW9?{aª �$#.�&% iW;xqQ>�� �d� Ó(' Å i � knspj=m^;=<?�®tespj.;:g%sW�:{?m^��>�9?q=m^sn9Ui � r?ip�O�JmL9?k �)+*�,�-/.�0213*	4�561879*�-/:<;<=9>@?0f ¹ ± Á Å çBA�Á ¶ ç f ¯�ênç`¯ �
µ ¹ ¸ !`� ¼ �dÂ >�j=�p>0�AiW9?{ #��DC«��� sn9?k �,� g%s«{?mL��>59`q=mLsp9Ui � vU9?mw;x> | m^9&rUip�O�Jm^9?k«i � knsnjQm^;x<`��q � )+*�,�-/.�021E*	4FHG+I -J02;K:L*�.�021�M I ? I 02-ONP=RQE*SNT: I ;VUGf ¹ ± Å ¹pÁBA Å ¹Wê f ¯�ênç ä �
µ Á ¸ Â©� ïh<Uip�5> �L� > ��� <?> | sp;=;=sn��� � >0t�; | mL9ArUiW�O��m^9?k«<?> } j=m^qQ;=mL�p± � 97>�����mL>59�;
m^��r � >5��>59�;xiW;xm^sn9 �XWOYZY�Y[-J02.\?]09NT;V:L*�.\?@*�.�^_*�> G ,9; I -O?0f Án¹ ± ¶ ê ä A ä ã ä f ¯�ênçnÁ �
µ Å ¸ °h�$%a� ày� ïh< } 9?k`f�ö � ày�p¬ ipjQ>��pf�ip9?{�¨ � ¥��(! sn<?9?qQsn9 � ¼ 9«rUip�O�Jm^9?k~;:ghsG�:{?m^��>�9?q=m^sn9Ui �J| m^9?q � Q W 5�`)\ab56187 I]c -J02:LN�de:f?SNT- I ; I ` I ;<=+*]g�?0f Á ±Õ¶n¶ A ä ¶df ¯�ênçn¹ �
µ Ó ¸ !`�ÕÂ©�z° j=>59`�´ip9?{ ¬a�Z¬a�
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